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CONTROLE OPTIMAL

Application al'équation de la chaleur
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1. Présentation du probleme

Le but du TP est de résoudre un probléme de contrdle optimal appliqué al'équation de la
chaleur. Cette résolution se situe dans un domaine Q avec des conditions de Dirichlet et de

Neumann au bord de ce domaine, noté 0Q =T, U T,

Le probleme arésoudre est alors le suivant:

—-Au=0 dans Q

u=0 sur T avec u=u(g) et g=g(x)
ou

ou_ sur T,

on g

ou u désigne latempérature et g le contrdle.

On souhaite alors trouver latempérature u tel que celle-ci soit égale a une température donnée
Uo.

On introduit alors lafonctionnelle J définie par:
1 2 & 2
J=—|u(9)-u,| +—=
ZJI (9) | Zr!g

& représente le compromis efficacité-colt. Plusil est grand, plus les économies d'énergie

sont importantes.

On cherche alors aminimiser J et on note g |'unique minimum de J:
5 =argminJ(g)
¢}

J(g)=minJ(g)

Le probléme revient alorsatrouver ue Hy - tel que Yve Hg,. |

I—Auv: 0
Q



. ou
.v vw— [Zv=0
solt ] uvv 1:!‘ \Y

On arrive alors alaformulation relationnell e suivante:

IVqu = _[gv
Q T,

OnaV, c Hy, dedimensionfinie.

On suppose le probléme de dimension finie et dans la suite, on continueraanoter V et H les

2
(Th) *

sous espaces de dimension finiede Hg . et L
Pour minimiser lafonctionnelle J, il faut tout d'abord effectuer I'opération de dérivation sur

celle-ci. Onintroduit pour celala dérivée de Gateau définit comme suit:

. _im3(g+th) —J(g)
Y@ =lim =S

Commencons par calculer J(g+th):
1 2 & 2
J(g +th)_§éﬂu(g +th) — uy| +§J(g +th)

Comme g — u(g) estlinéaire, ona u(g +th) =u(g) +tu(h).

On adonc:

1

J(g +th) = Eéﬂu(g) U, +tu(h)|’ +%ng +12h? + 2thg

J(g+th) = % ﬂu(g) —u|* + t?u(h)|” + 2t(u(g) - ug)u(h) +% jgz +t2h% + 2thg
Q Iy

D'ou

J(g +ﬂ';) -J(9) _ I(u(g) —u)u(h) + & Ihg +1t(...)

On passe dorsalalimite et on fait tendre t vers 0. On obtient alors la dérivée de J:

3'(g,h) = [(u(@)—up)u(h) + = gh

Pour résoudre le probleme de I’ équation de la chaleur, on utilise |la méthode itérative du

gradient:

(n+1) —

g g™ - pvi(g™) avec p>0



Ona
3'(g.h) = (VJ(g).h)
= jw(g).h

Méthode de I'état adjoint

Pour représenter correctement le gradient, on a besoin de transformer I en I .
Q r,

On utilise pour celala méthode de I'état adjoint: on introduit donc lavariable p vérifiant :

-Ap=1f dans Q
p="7 sur T,

P_o s T
on

n

On réécrit dors laformulation variationnelle et on détermine les conditions au bord du

domaine en comparant la formulation variationnelle obtenue avec celle du problémeinitial.
j — Apu(h) = jfu(h)
Q Q

ijvU(h) - J%u(h) = j fu(h)

On effectueici une
double intégration
par parties

o0Q

— [pAu(h)+ J.palg—(nh)—u(h)%: [ fu(h)

fph+[p a‘g(nh) - ju(h)% = [fu(h)

Lacomparaison avec le problémeinitial donne alors:

-Ap=u(g)-u, dans Q

p=0 sur T
P _y sur T,
on

On obtient ainsi:

[ph= f(u(g)-uo)u(h)  oup désignelétat adjoint.
T, Q



Ladérivée de Géteau est alors définie dans ce caspar J'(g, h) = _[VJ(g).h ou VJ(g)=p+eg
rn

Mise en place de l'algorithme

On se donne g (= 0 par exemple) ,puis on résout pour i=0,1,... le probléme direct, ainsi que

le probleme adjoint:

Probléme direct Probléme adjoint
-Au=0 -Ap®» =u® —u,
u=0 p® =0
ou (i)
=g P _o
on on

Ona:

9" =g" - pv(g")

Endimension 1, on a:

o=l U= f
r, =1{0} et u'(0)=a
r, ={ u@=b
Onposeadors:

X, = (i—1)h et on définit le pas d'espace par h:%.

On peut alors discrétiser |e probléme précédent.

" 2uI _ui— _ui+
—u (Xi) = hzl :
On adonc:
24 _ur;zl_u”l = f(x) pour2<i<N-1
2ui+2”_b:f(xi) pouri = N
ui _ui+1

2 :f(xi)—% pouri=1

L e probleme revient donc arésoudre le systeme matriciel AU = F ou



_ .
I f(x)-—
U, h
t -1 0 | f(%,)
-1 2 .
A= ., U= et f =
.. =1
0 -1 2 U .
LYN b
_f(XN)—i_F_

Lasolution est obtenue en utilisant la factorisation LU puis la méthode de descente et

remontée. La méme méthode permet de résoudre le probléme adjoint.

2. Méthode de contrdle optimal avec le temps.

On introduit maintenant le temps dans la résolution de I'équation de lachaleur. La
température u dépend donc désormais de 2 variables: u=u(xt) avec x e J0.]] et t <o, T|.
Le probleme est alors le suivant:

ou o%u _

ot ox2

ou

G_(O’t) =g(t)
X

u@@t)=0
u(x,0)=0

On introduit alors la fonctionnélle suivante:

1T 1 5 gT ,
3=2 | [ut@) -uol += [g* et
2=O 2t=O

t=0 x=0

Le calcul deladérivée de Géteau donne le résultat suivant:

3'(g,h) = [ [(u(g) - up)u(h) + £ [gh

Méthode de I'état adjoint

De laméme fagon que pour le probleme de contréle optimal sans le temps, on introduit le

probléme adjoint suivant dont on va déterminer les conditions aux bords du domaine:



_p azp
ot 82

op
—(@t)="2
(00

pLt)="7
p(x,T)="

=u(g) — U,

Déterminons laformulation variationnelle de ce probléme:

J ® 2 p}u(h)— J(u(@) - upJu(h) = A

[ o [ 51 [ [

ap du(h) _ au(h) au(h)
o a0 fop%xz Rl e

Ontrouve dors:
_p 82p
ot 82
op
—(0,t)=0
ax( )

pLt) =0
p(x,T)=0

=u(g) - Uy

Et A= T_[p(O,t)h(t)

En posant p(x,t) = p(x,T —t) le probléme adjoint devient:

ap o%p
ot ox?

=u(@)(xT-1) -,
9P (1) —
ax 00 =0

pLt)=0
p(x,0)=0

= [(u(g) -~ ugu(h)

X



Mise en place de l'algorithme

On varésoudre le probleme direct ainsi que le probléme adjoint, sachant quel'on a:
9" ()=9" (1)~ (g
avec VI(g")=p"(OT-1)+9" (1)

Probleme direct Probleme adjoint
M 32,0 M) 52n0 ,
ot 20 00" ot g,
ot OX ot OX
0) , 0
M o=g"@ P =0
OX OX
u”(@Lt)=0 p(Lt)=0
u®(x,0)=0 p”(x,0)=0

En dimension 1, on a

ou o%u
a a0

ou
&(O,t) = b(t)

uLt)=0
u(x,00=0

On définit les pas d'espace et de temps:
X =({—-Dh et t,=nr avec T:I pour i=1..N et n=0..p.
Y

On passe ensuite a la discrétisation du probléme en espace et en temps avec la condition

7 < ch? pour un schéma explicite. On aalors:

2 n n n
2u" —u’, — U
_8_121 R e e = e
OX h
ou uin B uin_1

et E(X‘ ) = L

u'—u"  2u"-u", —u i

L p S T T g(x L) pour 2<i<N+1

T h?



u'—u" u'-u" bt,)

Ly g(x,t,) - - pour =1

L =a(x,t,) pour i=N

Le probleme revient donc arésoudre le systeme matriciel suivant:

EU“—EU“—1+%AU“=F“
T T h
ou
o i i
1 -1 0 : a(xi,tn)—b(t")
-1 2
A= ., U= . g F"=
S a(x.t,)
0 -1 2 i
_UN_ L _

Le systeme matriciel peut encore étre écrit sous laforme:

[ll +i2AJUn _pra iy,
T h T

On résout ce systeme de la méme fagon que précédemment, c'est-a-dire en utilisant la

factorisation LU puis la méthode de descente et remontée.

3. Résultats numériques

Pour tester le programme, différents parameétres ont été modifiés.

Tout d'abord, le paramétre ¢ : celui-ci est représentatif du compromis colt-efficacité. Plusil

est important, plus les économies d'énergie sont importantes.

On adonc pris différentes valeurs de ¢ pour une valeur de p fixée aune valeur de 0,01.

Voici les résultats obtenus:



~0.,025

~0.03

-0,035

-0.04

-0,045

=001

On peut donc remarquer que pour une valeur de p fixée, lorsque I'on fait tendre ¢ verso, le
contrble optimal g tend vers!'infini.

On fixe maintenant lavaleur de £ a0.01 par exemple, et on change lavaeur de p .

Voici les résultats obtenus:



p =0.01 p=01

On peut remarquer que lorsque p augmente, le contréle optimal g converge plus vite, Sil
converge. En effet, si on prend une valeur de ¢ trop grande, aors g ne converge pas.




